Nombres de Bell
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Théo. Soit n € N*, on note B,, le nombre de partitions de [1,n] (Bo=1).

On a alors
1 k™

€ k>0

Démonstration. e Montrons que, pour tout n € N,

By =Y (Z) By.

k=0

» n = 1: B; est le nombre de partitions de [[1,1] ({1}) donc
Bl = 1

» n = 2: By est le nombre de partitions de [1,2] ({1} U {2} ou
[1,2]) donc By = 2.

» n =3 : Bs est le nombre de partitions de [1, 1]

{1} u{2} U {3} € Ey,{1,2} U{3} € Ey, {1,3} U{2} € E1,

{2,3} U{1} € E; ou [1,3] € E,) donc B3 =5
Pour k € [0, n], considérons I'ensemble Ej, des partitions de [1,n + 1]
pour lesquelles la partie de [1,n + 1] contenant n + 1 est de cardinal
kE+1.
On a Card(Ey) = (Z)Bn_k. En effet, on choisit les & qui seront avec
n + 1. Il suffit ensuite de compter les partitions des n — k éléments
restants.
Comme Fy, Ey,...,E, forment une partition de I’ensemble des
partitions de [1,n + 1], on obtient
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k=0 k=0 k=0

e Montrons que Y ,>q %x” a un rayon de convergence non nul.
Montrons, par récurrence que B, < n!.

e Montrons que pour x €] — R, R[, f(x) = ce®.

Sin =0, alors OK
Soit n € N*. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n.
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On a donc, pour n € N*, % < 1 et le rayon de convergence R de la
série entiere est supérieur ou égal a 1.
Ainsi, sur | — R, R[, k>0 %x" converge et on note f(x) sa somme.
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Sur | — R, R[, f est dérivable et
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Nombres de Bell

On obtient donc, pour tout = €] — R, R], f'(x) —e*f(z) = 0. On en

déduit, qu’il existe C' € R tel que, pour tout = €] — R, R[, f(z) = Ce®

On sait que f(0) = By =1 et donc C = % On a donc que pour tout
€l —R,R|, f(z) = e

Montrons que, pour tout k € N, B, =
Pour tout x € R,
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Considérons la série double (unk ) (n,k)ene définie par u, , = (:Lfk,

pour n € N,

On a,
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La série double est donc sommable, pour tout € C. On peut donc
échanger l'ordre des sommations et en déduire que, pour tout = €

] - R7 R[u

flz) =

Par unicité du développement en série entiere de f, on a, pour tout

k€N,

Lecons possibles :

190 - 230 - 243



